
Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2022, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

УДК 519.21

Ю.С. Мiшура1, д.ф.-м.н., проф.
С.В. Кушнiренко2, к.ф.-м.н., доцент
Л.В. Волох3, к.ф.-м.н., доцент

Iнварiантнi поверхнi для певних класiв
систем другого порядку стохастичних
диференцiальних рiвнянь зi стрибками

1Київський нацiональний унiверситет iме-
нi Тараса Шевченка, 01601, Київ, вул. Воло-
димирська, 64/13,
e-mail: yuliyamishura@knu.ua

2Київський нацiональний унiверситет iме-
нi Тараса Шевченка, 01601, Київ, вул. Воло-
димирська, 64/13,
e-mail: bksv@univ.kiev.ua

3Київський нацiональний унiверситет
технологiй та дизайну, 01011, Київ, вул.
Немировича-Данченка, 2,
e-mail: voloh.lv@knutd.edu.ua

Yu.S. Mishura1, Dr of Sci., Prof.
S.V. Kushnirenko2, Ph.D., Associate Prof.
L.V. Voloh3, Ph.D., Associate Prof.

Invariant surfaces for certain classes of
systems of the second-order to stochastic
differential equations with jumps

1Taras Shevchenko National University of
Kyiv, 01601, Kyiv, 64/13, Volodymyrska st.,
e-mail: yuliyamishura@knu.ua

2Taras Shevchenko National University of
Kyiv, 01601, Kyiv, 64/13, Volodymyrska st.,
e-mail: bksv@univ.kiev.ua

3Kyiv National University of Technologi-
es and Design, 01011, Kyiv, 2, Nemyrovycha-
Danchenka st.,
e-mail: voloh.lv@knutd.edu.ua

У статтi розглядається поняття iнварiантних множин неоднорiдних стохастичних ди-
ференцiальних рiвнянь зi стрибками. Для певних класiв систем другого порядку неоднорiдних
стохастичних диференцiальних рiвнянь зi стрибками знайдено необхiднi i достатнi умови iнва-
рiантностi вiдповiдних поверхонь. Отриманi результати дозволяють знаходити iнварiантнi
поверхнi та умови їх iнварiантностi для вказаних класiв стохастичних диференцiальних рiв-
нянь.

Ключовi слова: стохастичнi диференцiальнi рiвняння зi стрибками, iнварiантнi поверхнi.

In this paper, we consider the concept of invariant sets of inhomogeneous stochastic differential
equations with jumps. For certain classes of systems of the second order of inhomogeneous stochastic
differential equations with jumps the necessary and sufficient conditions for the invariance of the
corresponding surfaces are established. The obtained results provide opportunities to find the invariant
surfaces and conditions of their invariance for the specified classes of stochastic differential equations.

Key Words: stochastic differential equations with jumps, invariant surfaces.

Присвячуємо цю роботу свiтлiй па-
м’ятi професора кафедри загальної ма-
тематики механiко-математичного
факультету Г.Л. Кулiнiча (09.12.1938 –
10.02.2022)

1 Вступ

Ця стаття продовжує дослiдженння з теорiї
iнварiантних множин стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь (СДР), яку започаткував у
семидесятих роках минулого столiття Григо-
рiй Логвинович Кулiнiч [1] та розвивав разом
зi своїми учнями. Вiн вперше встановив, що
розв’язок СДР Iто може з ймовiрнiстю 1 «ди-

фундувати» вздовж гладкої кривої фазового
простору. Для СДР ним було введено поня-
ття локальної iнварiантностi множин вигляду
G(x) = C, де G(x) — двiчi неперервно дифе-
ренцiйовна функцiя в областi D, C – певна ста-
ла. Г.Л. Кулiнiч знайшов необхiднi i достатнi
умови локальної iнварiантностi таких множин,
а також явний вигляд усiх можливих локально
iнварiантних кривих для лiнiйних СДР другого
порядку зi сталими коефiцiєнтами, описав кла-
си нелiнiйних СДР, для яких цi кривi будуть ло-
кально iнварiантними. Також ним було розро-
блено методи дослiдження поведiнки розв’язкiв
на iнварiантних множинах. Г.Л. Кулiнiч запо-
чаткував аналогiчну теорiю i для СДР зi стриб-
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ками.
У цiй статтi загальнi результати про iнварi-

антнiсть множин для систем неоднорiдних СДР
зi стрибками адаптованi для певних класiв си-
стем другого порядку таких рiвнянь. Локально
iнварiантнi множини для розглядуваних кла-
сiв СДР пов’язанi з фазовими траєкторiями си-
стем звичайних диференцiальних рiвнянь. З не-
обхiдних умов локальної iнварiантностi випли-
ває, що локально iнварiантнi множини систем
СДР мiстяться серед локально фазових трає-
кторiй вiдповiдних детермiнованих систем. Зна-
йденi необхiднi i достатнi умови локальної iн-
варiантностi дозволяють знаходити iнварiантнi
поверхнi та умови їх iнварiантностi для вказа-
них класiв СДР.

Особливiстю нашої роботи є те, що необ-
хiднi i достатнi умови локальної iнварiантно-
стi поверхонь для певних класiв систем СДР
другого порядку знайдено у випадку, коли мiра
стрибкiв центрованої пуассонiвської мiри є не-
скiнченною. Аналогiчнi результати для систем
СДР без пiслядiї, тобто у випадку скiнченної
мiри, представленi у роботi [2].

2 Необхiднi вiдомостi

У цьому роздiлi наведено необхiднi означення
та загальнi результати про iнварiантнi множи-
ни, отриманi для систем неоднорiдних СДР зi
стрибками в [4].

Розглянемо систему неоднорiдних СДР ви-
гляду

dξ(t) = a(t, ξ(t)) dt+

n∑
k=1

bk(t, ξ(t)) dwk(t)+

+

∫
Θ1

c(t, ξ(t−), θ) ν̃(dt, dθ)+ (2.1)

+

∫
Θ2

c(t, ξ(t−), θ) ν(dt, dθ),

ξ(t0) = x0 (t0 ≥ 0, x0 = (x10, x20, . . . , xn0)), де
a(t, x) =

(
ai(t, x), i = 1, n

)
,

bk(t, x) =
(
bik(t, x), i = 1, n

)
,

c(t, x, θ) =
(
ci(t, x, θ), i = 1, n

)
–

дiйснi вимiрнi невипадковi векторнi функцiї, що
визначенi при t ≥ t0, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn;
θ ∈ Θ, Θ = Θ1 ∪ Θ2, Θ1 ∩ Θ2 = ∅; (Θ, BΘ) –
вимiрний простiр; wk(t) – незалежнi в сукупно-
стi одновимiрнi вiнерiвськi процеси; ν([0, t]), A)

– пуассонiвська мiра, для якої Eν([0, t], A) =
tΠ(A), A ∈ BΘ, ν̃(dt, dθ) = ν(dt, dθ) − Π(dθ) dt,
Π(Θ1) = ∞,

∫
Θ1

|θ|2Π(dθ) < ∞, Π(Θ2) < ∞; про-

цеси wk(t) i мiра ν([0, t], A) заданi на ймовiрнi-
сному просторi (Ω,ℑ,P), ℑt - вимiрнi при будь-
якому t ≥ t0 i A, а також незалежнi мiж собою,
ℑt ⊂ ℑ – неспадний потiк σ - алгебр.

Припустимо, що для коефiцiєнтiв рiвнян-
ня (2.1) виконуються умови (див. [3], стор. 518)
iснування єдиного неперервного справа сильно-
го розв’язку ξ(t) =

(
ξi(t), i = 1, n

)
цього рiвня-

ння.
Будемо притримуватися таких позначень:
∇x· =

(
∂·
∂x1

, ∂·
∂x2

, · · · , ∂·
∂xn

)
;(

∇·, bk(x)
)2
G(x) =

∑n
i=1G

′′

x2
i
(x) b2ki(x)+

+
∑n

i,j=1, i ̸=j G
′′
xixj

(x) bki(x) bkj(x);

LG(t, x) = G
′
t(t, x) + (∇xG(t, x), a(t, x)−

−
∫
Θ1

c(t, x, θ)Π(dθ)

)
+

+1
2

∑n
k=1

(
∇x·, bk(t, x)

)2
G(t, x);

△G(t, x, θ) = G(t, x+ c(t, x, θ))−G(t, x).

Розглянемо множину Q = [0,∞) × D, D –
певна вiдкрита область iз Rn така, що

Π{θ ∈ Θ : (t, x+ c(t, x, θ)) /∈ Q} = 0 (2.2)

для всiх (t, x) ∈ Q.

Нехай (t0, x0) ∈ Q i позначимо через
τQ(t0, x0) – момент першого виходу траєкторiї
розв’язку ξ(t) iз областi Q, тобто

τQ(t0, x0) = inf{t ≥ t0 : (t, ξ(t)) /∈ Q},

якщо множина тих t ≥ t0, для яких (t, ξ(t)) /∈ Q,
не порожня i нехай τQ(t0, x0) = ∞ в iншому ви-
падку.

Позначимо через ΓQ(G) множину

Γ = {(t, x) : G(t, x) = C} ⊂ Q,

де C – певна стала, функцiя G(t, x) визначена
в областi Q, має неперервнi в областi Q похiднi
G

′
t, G

′
xi

, G′′
xixj

, i, j = 1, n, поверхня G(t, x) = C
є простою у розумiннi Жордана i iнтеграли∫

Θ

[△G(t, x, θ)]
k Π(dθ), k = 1, 2 (2.3)

неперервнi за змiнними (t, x).
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Означення 2.1. Множину ΓQ(G) будемо нази-
вати iнварiантною в областi Q множиною рiв-
няння (2.1), якщо для всiх (t0, x0) ∈ ΓQ(G) i всiх
t ≥ t0:

[G(t, ξ(t))− C]ϕ(t) = 0 з ймовiрнiстю 1,

де C = G(t0, x0), ϕ(t) = 1 при t0 ≤ t < τQ(t0, x0)
i ϕ(t) = 0 при t ≥ τQ(t0, x0).

Теорема 2.1. Для локальної iнварiантностi
множини ΓQ(G) рiвняння ( 2.1) необхiдно, щоб
для всiх (t, x) ∈ ΓQ(G) мали мiсце рiвностi:

(∇xG(t, x), bk(t, x)) = 0, k = 1, n; (2.4)

LG(t, x) = 0; (2.5)

Π{θ ∈ Θ : △G(t, x, θ) ̸= 0} = 0. (2.6)

Теорема 2.2. (Необхiднi i достатнi умови ло-
кальної iнварiантностi множини ΓD(G)). Для
того, щоб множина ΓQ(G) була iнварiантною
в областi Q множиною рiвняння ( 2.1) при C =
G(t0, x0) для (t0, x0) ∈ Q необхiдно i достатньо,
щоб рiвностi ( 2.4), ( 2.5) мали мiсце при всiх
(t, x) ∈ Q,

Π{θ ∈ Θ1 : △G(t, x, θ) ̸= 0} = 0

для всiх (t, x) ∈ Q,

Π{θ ∈ Θ2 : △G(t, x, θ) ̸= 0} = 0

для всiх (t, x) ∈ ΓQ(G).

Зауваження 2.1. Оскiльки похiднi G
′
t, G

′
xi

,
G

′′
xixj

неперервнi в областi Q i в областi Q ви-
конується умова (2.3), то при t0 ≤ t < τQ(t0, x0)
має мiсце узагальнена формула Iто

dG(t, ξ(t)) =

=

{
LG(t, ξ(t)) +

∫
Θ1

△G(t, ξ(t), θ)Π(dθ)

}
dt+

+

n∑
k=1

(∇xG(t, ξ(t)), bk(t, ξ(t))) dwk(t) +

+

∫
Θ1

△G(t, ξ(t−), θ) ν̃(dt, dθ) + (2.7)

+

∫
Θ2

△G(t, ξ(t−), θ) ν(dt, dθ).

3 Основнi результати

Для системи (2.1) другого порядку з одним вi-
нерiвським процесом, тобто n = 2, b2(t, x) ≡ 0,
b1(t, x) = b(t, x),

dξ(t) = a(t, ξ(t)) dt+ b(t, ξ(t)) dw(t)+

+

∫
Θ1

c(t, ξ(t−), θ) ν̃(dt, dθ)+ (3.1)

+

∫
Θ2

c(t, ξ(t−), θ) ν(dt, dθ),

ξ(t0) = x0 (t0 ≥ 0, x0 = (x10, x20)),
розглянемо такi класи рiвнянь:

K1 : b(t, x) = (g1x1 + g2x2, −g2x1 + g1x2),

c(t, x, θ) = (γ1x1 + γ2x2, −γ2x1 + γ1x2),

D1 = (|x| ̸= 0), Π{θ : (1 + γ1)
2 + γ22 = 0} = 0,

G1(r, φ) = reαφ ((r, φ) − полярнi координати);

K2 : b(t, x) = (g1x1, g2x2),

c(t, x, θ) = (γ1x1, γ2x2),

D2 = (x1 > 0, x2 > 0),

Π{θ : γi ≤ −1} = 0, i = 1, 2,

G2(x1, x2) = x2x
−α
1 ;

K3 : b(t, x) = (g1x1, g2x1 + g1x2),

c(t, x, θ) = (γ1x1, γ2x1 + γ1x2),

D3 = (x1 > 0), Π{θ : γ1 ≤ −1} = 0,

G3(x1, x2) = x2x
−1
1 − α lnx1,

де α ∈ R, gi = gi(t, x), γi = γi(t, x, θ) (i = 1, 2) –
неперервнi обмеженi функцiї, Qi = [0,∞)×Di,
i = 1, 2, 3.

Для вказаних класiв систем другого поряд-
ку неоднорiдних стохастичних диференцiаль-
них рiвнянь iз стрибками знайдено необхiднi i
достатнi умови iнварiантностi вiдповiдних по-
верхонь.
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Теорема 3.1. Поверхнi ΓQi(Gi) вiдповiдно для
класiв Ki, i = 1, 2, 3 iнварiантi в областi Qi

для всiх C (G(t, x) = C = G(t0, x0) при всiх
(t0, x0) ∈ Qi) тодi i тiльки тодi, коли для всiх
(t, x) ∈ Qi вiдповiдно для i = 1, 2, 3 виконую-
ться умови:

1. Для K1:

1) g1 = αg2;
2) a1(t, x) + αra2(t, x) =

= α2

2 rg22 − r
∫
Θ1

(√
(1 + γ1)2 + γ22−

−1− ln
√

(1 + γ1)2 + γ22

)
Π(dθ);

3) ln[(1 + γ1)
2 + γ22 ] =

= −2α
[
π1{1+γ1<0} − π

2 signγ21{1+γ1=0}

− arctg γ2
1+γ1

1{1+γ1 ̸=0}

]
за мiрою Π(dθ).

2. Для K2:

1) g2 = αg1;

2) x1a2(t, x)− αx2a1(t, x) = x1x2

[
α(α−1)

2 g21 +

+
∫
Θ1

(γ2 − αγ1)Π(dθ)

]
;

3) γ2 = (1 + γ1)
α − 1 за мiрою Π(dθ).

3. Для K3:

1) g2 = αg1;
2) −(x2 + αx1)a1(t, x) + x1a2(t, x) =

= x21
[
α
2 g

2
1+ +

∫
Θ1

(γ2 − αγ1)Π(dθ)

]
;

3) γ2 = α[1 + γ1] ln[1 + γ1] за мiрою Π(dθ).

4 Доведення основних результатiв

Доведення. Для класу K1 використаємо рiвня-
ння для процесу (|ξ(t)|, φ(t)), де

ξ1(t) = |ξ(t)| cosφ(t), ξ2(t) = |ξ(t)| sinφ(t).

Для системи (3.1) у випадку c(t, x, θ) = 0
при θ ∈ Θ1, Θ2 = R при 0 < t < τ = inf{t :
|ξ(t)| = 0} (див. [?]) мають мiсце рiвняння:


dr(t) = ã1 dt+ b̃1 dw(t) +

∫
R
c̃1 ν(dt, dθ),

dφ(t) = ã2 dt+ b̃2 dw(t) +
∫
R
c̃2 ν(dt, dθ),

(4.1)

де

ã1 = (a, λ) +
1

2r(t)
(b, λ⊥)2, b̃1 = (b, λ),

ã2 =
(a, λ⊥)

r(t)
− 1

r2(t)
(b, λ)(b, λ⊥), b̃2 =

(b, λ⊥)

r(t)
,

c̃1 =
√
r2(t) + 2r(t)(c, λ) + |c|2 − r(t),

c̃2 = π1{r(t)+(c,λ)<0}

+
π

2
sign(c, λ⊥)1{r(t)+(c,λ)=0}

+arctg
(c, λ⊥)

r(t) + (c, λ)
1{r(t)+(c,λ)̸=0},

λ = (cosφ(t), sinφ(t)),

λ⊥ = (− sinφ(t), cosφ(t)),

a = (ai(t, r(t) cosφ(t), r(t) sinφ(t)), i = 1, 2),

b = (bi(t, r(t) cosφ(t), r(t) sinφ(t)), i = 1, 2),

c = (ci(t, r(t) cosφ(t), r(t) sinφ(t), θ), i = 1, 2).

З формули Iто (2.7) випливає, що у розгля-
дуваному випадку рiвняння (4.1) мають вигляд:



dr(t) = â1 dt+ b̂1 dw(t) +
∫
Θ1

ĉ1 ν̃(dt, dθ)

+
∫
Θ2

ĉ1 ν(dt, dθ),

dφ(t) = â2 dt+ b̂2 dw(t) +
∫
Θ1

ĉ2 ν̃(dt, dθ)

+
∫
Θ2

ĉ2 ν(dt, dθ),

(4.2)

де

â1 = ã1 +

∫
Θ1

{c̃1 − (c, λ)} Π(dθ), b̂1 = b̃1

â2 = ã2 +

∫
Θ1

{
c̃2 −

(c, λ⊥)

r(t)

}
Π(dθ), b̂2 = b̃2,

ĉ1 = c̃1, ĉ2 = c̃2.

Скористаємось формулами (4.2) i для
r(t) = |ξ(t)| та φ(t) в класi K1 отримаємо та-
кi рiвностi:

d|ξ(t)| =
[
(a, ξ(t))

|ξ(t)|
+

1

2
|ξ(t)|g22 + |ξ(t)| ×

×
∫
Θ1

{(√
(1 + γ1)

2 + γ22 − 1

)
− γ1

}
Π(dθ)

 dt+
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+|ξ(t)| [g1dw(t)+

+

∫
Θ1

(√
(1 + γ1)

2 + γ22 − 1

)
ν̃(dt, dθ) +

+

∫
Θ2

(√
(1 + γ1)

2 + γ22 − 1

)
ν(dt, dθ)

 ,

dφ(t) =

=

(a, ξ⊥(t))

|ξ(t)|2
+ g1g2 +

∫
Θ1

{γ̂ + γ2} Π(dθ)

 dt−

−g2dw(t) +

∫
Θ1

γ̂ ν̃(dt, dθ) +

∫
Θ2

γ̂ ν(dt, dθ),

де

γ̂ = π1{1+γ1<0} −
π

2
signγ21{1+γ1=0}−

−arctg
γ2

(1 + γ1)
1{1+γ1 ̸=0},

ξ⊥(t) = (−ξ2(t), ξ1(t)),
gi, γi – вiдповiдно функцiї gi(t, ξ(t)),

γi(t, ξ(t), θ), a = ai(t, ξ(t)), i = 1, 2.
За допомогою цих рiвнянь, використовуючи
умови теореми для класу K1, отримаємо, що
при 0 < t < τ :

dr(t)eαφ(t) = 0

тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови те-
ореми 3.1 для класу K1.

Для класiв K2 та K3 безпосередньо перевi-
римо, що вiдповiдно в областях Q2, Q3 викону-
ються умови (2.4), (2.5) i (2.6) теореми 2.1 тодi
i тiльки тодi, коли виконуються умови теоре-
ми 3.1 для K2 та K3 вiдповiдно.

Маємо:

(∇G2(t, x), b(t, x)) = −αx2x
−α−1
1 g1x1+x−α

1 g2x2 =

= x−α
1 x2(−αg1 + g2) = 0;

LG2(t, x) = −αx2x
−α−1
1 a1 + x−α

1 a2+

+
1

2

(
α(α+1)x2x

−α−2
1 g21x

2
1− 2αx−α−1

1 g1g2x1x2

)
−

−x−α
1 x2

∫
Θ1

(γ2 − αγ1)Π(dθ) =

= x−α−1
1 (−αx2a1 + x1a2) + x−α−1

1 x1x2×

×

α(α+ 1)

2
g21 − α2g21 −

∫
Θ1

(γ2 − αγ1)Π(dθ)

 = 0;

Π{θ : △G2(t, x, θ) ̸= 0} =

= Π{θ : (x2+γ2x2)(x1+γ1x1)
−α−x2x

−α
1 ̸= 0} =

= Π{θ : x2x
−α
1

[
(1 + γ2)(1 + γ1)

−α − 1
]
̸= 0} = 0.

(∇G3(t, x), b(t, x)) =

= (−x2x
−2
1 − αx−1

1 )g1x1 + x−1
1 (g2x1 + g1x2) =

= −αg1 + g2 = 0;

LG3(t, x) = (−x2x
−2
1 − αx−1

1 )a1 + x−1
1 a2+

+
1

2

(
(2x2x

−3
1 +αx−2

1 )g21x
2
1−2x−2

1 g1x1(g2x1+g1x2)
)
−

−
∫
Θ1

(γ2 − αγ1)Π(dθ) = x−2
1 (−a1x2 − αx1a1+

+x1a2 −
α

2
x21g

2
1 − x21

∫
Θ1

(γ2 − αγ1)Π(dθ)

 = 0;

Π{θ : △G3(t, x, θ) ̸= 0} =

= Π{θ : (x2 + γ2x1 + γ1x2)(x1 + γ1x1)
−1−

−α ln(x1 + γ1x1)− x2x
−1
1 + α lnx1 ̸= 0} =

= Π{θ : x−1
1 [x2 + γ2x1 + γ1x2−

−αx1(1 + γ1) ln(1 + γ1)− x2(1 + γ1)] ̸= 0} =

= Π{θ : γ2 − α(1 + γ1) ln(1 + γ1) ̸= 0} = 0.

Отже, поверхнi ΓQi(Gi) вiдповiдно для кла-
сiв Ki, i = 2, 3 iнварiантi в областi Qi при всiх
C тодi i тiльки тодi, коли для всiх (t, x) ∈ Qi

вiдповiдно при i = 2, 3 виконуються умови тео-
реми 3.1.
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Зауваження

Якщо у розглядуванiй системi c(t, x, θ) = 0 при
θ ∈ Θ1, (t, x) ∈ Qi i виконуються лише умо-
ви 1), 2) теореми 3.1 вiдповiдно для класiв Ki,
i = 1, 2, 3, то розв’язок ξ(t) “дифундує” на по-
верхнях ΓQi(Gi) i перестрибує iз однiєї поверх-
нi на iншу лише в моменти 0 < τ1 < τ2 < . . .
стрибкiв пуассонiвського процесу ν([0, t],Θ2).

Cлiд зауважити, що коли в системi (3.1)
c(t, x, θ) = 0 при θ ∈ Θ1, то достатнi умови iн-

варiантностi поверхонь ΓQi(Gi) вiдповiдно для
класiв Ki, i = 1, 2, 3 наведенi у роботi [5].

Висновки

У роботi для певних класiв систем другого по-
рядку неоднорiдних СДР зi стрибками знайде-
но необхiднi i достатнi умови iнварiантностi вiд-
повiдних поверхонь. Отриманi результати да-
ють можливостi знаходження iнварiантних по-
верхонь та умов їх iнварiантностi для вказаних
класiв СДР.
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