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ПРО ОДНУ ЗАДАЧУ ДЛЯ СЛАБКОНЕЛIНIЙНОГО
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

We establish conditions for the existence of solutions of the specific boundary
value problem for the weakly nonlinear integral-differential equations with the given
parameters.

Установлены условия существования решения конкретной краевой задачи для
слабонелинейных интегро-дифференциальных уравнений с заданными пара-
метрами.

У роботi [2] було розглянуто крайову задачу для слабконелiнiйних
iнтегро-диференцiальних рiвнянь з параметрами та встановлено умови
iснування та єдиностi розв’язку слабконелiнiйних iнтегро-диференцiальних
рiвнянь.

В данiй роботi проiлюстровано на прикладi конкретної задачi поло-
ження теоретичних висновкiв [1]-[4].

Розглянемо задачу

(1) x′′(t) + px(t) = f(t) + λ cos
t

2
+ ε

π∫
−π

sin(t + s)|x(s)|ds,

(2) x(−π) = x(π) = 0,

π∫
−π

x(t) cos
t

2
dt = 0.

1) Зведемо задачу (1), (2) до рiвносильного iнтегрального рiвняння.
З цiєю метою вiзьмемо таку допомiжну задачу

(3) x′′(t) = λ cos
t

2
+ y(t), x(−π) = x(π) = 0,

π∫
−π

x(t) cos
t

2
dt = 0.

Як буде видно iз подальших викладiв задача (3) має єдиний розв’язок
при довiльнiй вiдомiй функцiї y ∈ L2[−π, π]. Побудуємо його. Для цього
знайдемо загальний розв’язок рiвняння (3). Вiн має вигляд

(4) x(t) = ct + d− 4λ cos
t

2
+

t∫
−π

(t− s)y(s)ds.

Для визначення невiдомих параметрiв {c, d, λ} ⊂ R пiдставимо загаль-
ний розв’язок (4) в умови (2), в результатi чого, виконавши вiдповiднi
обчислення, будемо мати

d− πc = 0, d + πc =

π∫
−π

(π − s)y(s)ds,

1



2

4d− 4πλ =

π∫
−π

(4 cos
s

2
+ 2s− 2π)y(s)ds.

Розв’язавши цю систему рiвнянь, дiстанемо

d =
1
2

π∫
−π

(π − s)y(s)ds, c =
d

π
, λ = −1

2

π∫
−π

y(s) cos
s

2
ds,

а пiдставивши цей розв’язок у формулу (4), одержимо

x(t) =
t + π

2π

π∫
−π

(π − s)y(s)ds− 4
π

cos
t

2

π∫
−π

y(s) cos
s

2
ds +

π∫
−π

(t− s)y(s)ds.

Отже, ввiвши ще позначення
(5)

Γ(s) = − 1
π

cos
s

2
, G(t, s) = − 4

π
cos

t

2
cos

s

2
+

1
2π

{
(t + π)(s− π), t ≤ s,
(t− π)(s + π), t ≥ s,

розв’язок задачi (3) має вигляд

(6) x(t) =

π∫
−π

G(t, s)y(s)ds, λ =

π∫
−π

Γ(s)y(s)ds,

тобто вигляд (10), (11) [2], у якого h(t) = 0, σ = 0, а ядра G(t, s) та Γ(s)
визначаються формулою (5).

Очевидно, задача (1), (2) буде рiвносильна задачi (3), якщо в останнiй
покласти

y(t) = f(t)− px(t) + ε

π∫
−π

sin(t + s)|x(s)|ds,

a, пiдставивши сюди перший вираз (6), отримаємо iнтегральне рiвняння

(7) y(t) = f(t)− p

π∫
−π

G(t, s)y(s)ds + ε

π∫
−π

sin(t + ξ)

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

G(ξ, s)y(s)ds

∣∣∣∣∣∣ dξ.

За теоремою 1 [2] задача (1), (2) рiвносильна iнтегральному рiвнянню
(7).

Поклавши в рiвняннi (1)

(8) p =
12
π2

, ε =
1

2π2
, f(t) = 6π2t− 12t3,

i виконавши вiдповiднi обчислення iз врахуванням формул

(9)
π∫

−π

sin s|a sin s + b(π2s− s3)|ds = 0,

(10)
π∫

−π

cos s|a sin s + b(π2s− s3)|ds = (24− 2π2)b,
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якi правильнi при довiльних a та b iз R+, переконуємось в тому, що

(11) x∗(t) = π2(sin t + π2t− t3), λ∗ = 0

є розв’язком задачi

(12) x′′(t) +
12
π2

x(t) = 6π2t− 12t3 +
1

2π2

π∫
−π

sin(t + s)|x(s)|ds + λ cos
t

2
,

x(−π) = x(π) = 0,

π∫
−π

x(t) cos
t

2
dt = 0.

Оскiльки, виконавши обчислення iз використанням формули (5), має-
мо

(13)
π∫

−π

G(t, s)(−6π2s− π2 sin s)ds = π2(sin t + π2t− t3),

то неважко побачити, що функцiя

(14) y∗(t) = −6π2t− π2 sin t

є розв’язком iнтегрального рiвняння (7), у якого параметри p, ε i вiльний
член f(t) мають вигляд (8).

На основi формул (11), (13) та (14) маємо

x∗(t) =

π∫
−π

G(t, s)y∗(s)ds y∗(t) =
d2

dt2
x∗(t),

що пiдтверджує висновок теореми 1 [2].
2) Встановимо достатнi умови, при виконаннi яких iнтегральний опе-

ратор

(15) (My)(t) = f(t)−
π∫

−π

pG(t, s)y(s)ds+

+ ε

π∫
−π

sin(t + ξ)

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

G(ξ, s)y(s)ds

∣∣∣∣∣∣ dξ

є оператором стиску. Для цього достатньо знайти константи в нерiвно-
стях (16) - (18) [2]. Оскiльки для нашого прикладу

K(t, s) = −pG(t, s), F (t, u) = |u|,

то, очевидно, в нерiвностях (16) - (18) [2] η = |p|ν та τ0 = 1, де ν —
константа в (17) [2] при i = 0. Отже, знайшовши константи κ та ν i
використавши формулу (22) [2], маємо

(16) ρ = |p|ν + εκν.

Проаналiзувавши явний вигляд ядер, що фiгурують у формулi (15),
зокрема (5), можна встановити правильнiсть для будь-якої функцiї y ∈
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L2[−π, π] нерiвностей

(17)
π∫

−π

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

sin(t + s)y(s)ds

∣∣∣∣∣∣
2

dt ≤ π2

π∫
−π

|y(s)|2ds,

(18)
π∫

−π

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

G(t, s)y(s)ds

∣∣∣∣∣∣
2

dt ≤
π∫

−π

|y(s)|2ds,

а звiдси уже випливає, що κ = π, ν = 1.
Справдi, нехай a та b — коефiцiєнти Фур’є функцiї y(t), тобто

(19) a =
1
π

π∫
−π

y(s) cos sds, b =
1
π

π∫
−π

y(s) sin sds,

тодi згiдно з вiдомою нерiвнiстю Бесселя маємо

(20) π2(a2 + b2) ≤
π∫

−π

|y(s)|2ds.

Оскiльки, врахувавши (19) правильна рiвнiсть
π∫

−π

sin(t + s)y(s)ds = aπ sin t + bπ cos t,

то, прийнявши ще до уваги (20), маємо

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
π∫

−π

sin(t + s)y(s)ds

∣∣∣∣∣∣
2

dt =

π∫
−π

(aπ sin t + bπ cos t)2dt =

= π2(πa2 + πb2) ≤ π2

π∫
−π

|y(s)|2ds,

тобто нерiвнiсть (17) правильна, причому вона точна, бо рiвнiсть дося-
гається на функцiї y(t) = α cos t + β sin t, де α, β — довiльнi параметри.

Переходимо до встановлення другої нерiвностi (18). Спершу заува-
жимо, що iз явного вигляду функцiї (5) випливає, що iнтегральний опе-
ратор

(21) (Gy)(t) =

π∫
−π

G(t, s)y(s)ds

самоспряжений, а в цьому випадку

‖G‖ = max
σ(G)

|µ|,
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де σ(G) — спектр оператора (21). Знайдемо цей спектр. Для цього роз-
глянемо спектральну задачу

(22)
π∫

−π

G(t, s)y(s)ds = µϕ(t).

На основi аналiзу явного вигляду ядра (5) i вiдомих фактiв приходимо
до висновку, що спектр σ(G) — це множина власних значень

(23) µn =

{
0, n = 1,

− 4
n2

, n 6= 1, n ∈ N,

а власними функцiями є

(24) ϕn(t) =


cos

n

2
t, n = 2m− 1,

sin
n

2
t, n = 2m,m ∈ N,

тобто справджується рiвнiсть

(25)
π∫

−π

G(t, s)ϕn(s)ds = µnϕn(t).

Правильнiсть рiвностi (25) перевiримо обчисленнями. Нехай

(26) ηn(t) =

π∫
−π

G(t, s)ϕn(s)ds,

тодi рiвнiсть (25) прийме вигляд

(27) ηn(t) = µnϕn(t).

Можна безпосередньо вести обчислення за формулою (26) iз врахуван-
ням явного вигляду ядра (5), однак на такому шляху виникають певнi
обчислювальнi труднощi. Краще знайти розв’язок задачi

(28) η′′n(t) = λn cos
t

2
+ ϕn(t), n ∈ N,

(29) ηn(−π) = ηn(π) = 0

π∫
−π

ϕn(t) cos
t

2
= 0,

а це рiвносильно побудовi функцiї ηn(t) за формулою (26).
Так, прийнявши до уваги вираз (24), загальним розв’язком рiвняння

(28) є

(30) ηn(t) = cnt + dn − 4λn cos
t

2
− 4

n2


cos

n

2
t, n = 2m− 1,

sin
n

2
t, n = 2m,m ∈ N,
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Невiдомi параметри cn, dn та λn визначаємо iз системи алгебраїчних
рiвнянь

dn − πcn = 0, dn + πcn = 0, −4πλn =
{

4π, n = 1,
0, n 6= 1,

яка виникає при пiдстановцi виразу (30) в умови (29) i вiдповiдних об-
числень. Розв’язавши їх, маємо

(31) cn = dn = 0, λn =
{
−1, n = 1,
0, n 6= 1.

Пiдставивши (31) в (30) i врахувавши формулу (24), отримаємо

(32) ηn(t) =

{
0, n = 1,

− 4
n2

ϕn(t), n 6= 1.

Iз формул (27) i (32) очевидним чином випливає правильнiсть спiввiд-
ношень (23).

Можна довести, що крiм власних значень (23), iнших немає. Отже,
‖G‖ = 1, тобто правильна нерiвнiсть (18).

Таким чином, формула (16) має вигляд

(33) ρ = |p|+ πε

i за умови ρ < 1 оператор (21) є оператором стиску. А це означає, що за
цiєї умови задача (1), (2) має єдиний розв’язок i його можна побудувати
iтеративним методом.

Зазначимо, що у випадку, коли параметри p та ε мають значення (8),
згiдно з формулою (33)

ρ =
12
π2

+
1
2π

> 1,

а тому питання про єдинiсть розв’язку задачi (12) i про застосування до
неї iтерацiйного методу вiдкритi.

Зосередимо ще нашу увагу на випадку, коли в рiвняннi (1)

(34) p = 1, ε =
1
5π

, f(t) =
10πt

12− π2
(π2 − 6− t2)− 4 sin t.

В цьому випадку за формулою (33) маємо ρ = 1, 2 > 1, а тому застосу-
вання iтерацiйного методу до такої задачi вiдкрите. Провiвши обчислен-
ня з використанням формул (9), (10) пересвiдчуємось в тому, що задача
(1),(2) та iнтегральне рiвняння (7) iз даними (34) мають розв’язки вигля-
ду

x∗(t) =
10πt

12− π2
(π2 − t2) + c sin t, λ∗ = 0,

y∗(t) = − 60π

12− π2
t− c sin t

вiдповiдно, де c — довiльна невiд’ємна стала.
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