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ПРО РЕГУЛЯРНIСТЬ ЛIНIЙНИХ МЕТОДIВ ПIДСУМО-
ВУВАННЯ РЯДIВ ТЕЙЛОРА

Necessary and sufficient conditions for regularity of linear summation methods
for Taylor series which are defined by matrices that satisfy the conditions Boas-
Telyakovskii are obtained.

Знайденi необхiднi i достатнi умови регулярностi лiнiйних методiв пiд-
сумовування рядiв Тейлора, якi визначаються матрицями, що задоволь-
няють умови Боаса-Теляковського.

Нехай функцiя f(x) є сумовною (f ∈ L) i її ряд Фур’є має вигляд

S[f ] =
a0
2

+

∞∑
k=1

Ak(f ;x),

де Ak(f ;x) = ak cos kx+ bk sin kx, k = 1, 2, . . .

За допомогою трикутної матрицi чисел Λ = {λ(n)k }, n, k =

0, 1, 2, . . . , λ
(n)
k = 0 при k ≥ n, кожнiй функцiї f поставимо у вiд-

повiднiсть тригонометричний полiном

Un(f ;x; Λ) = λ
(n)
0

a0
2

+

n−1∑
k=1

λ
(n)
k Ak(f ;x).

При цьому кажуть, що матриця Λ задає деякий лiнiйний метод
Un(Λ) пiдсумовування рядiв Фур’є, крiм цього, має мiсце рiвнiсть

Un(f ;x; Λ) =
1

π

2π∫
0

f(x− t)Kn(t)dt,

де Kn(t) =
λ
(n)
0

2 +
n−1∑
k=1

λ
(n)
k cos kt.
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Метод пiдсумовування Un(Λ) називається регулярним в просторi
неперервних функцiй, якщо для довiльної неперервної функцiї f i
для всiх точок x (або рiвномiрно по x) виконується спiввiдношення

lim
n→∞

Un(f ;x; Λ) = f(x). (1)

У 1948 роцi С.М.Нiкольський [1, с.260] сформульовав наступне
твердження.

Для того, щоб для довiльної неперервної функцiї f(x) в довiль-
нiй точцi x виконувалось спiввiдношення (1) необхiдно i достатньо
виконання умов

a) lim
n→∞

λ
(n)
k = 1 для всiх k = 0, 1, 2, . . . ,

б) iснує стала M > 0, що
2π∫
0

|Kn(t)|dt ≤M <∞.

В цьому твердженнi перевiрка умов а), зазвичай, не викликає
труднощiв, а умова б) для багатьох методiв перевiряється важко.
Тому виникає питання про знаходження простiших, нехай i достат-

нiх умов, при яких iнтеграл
2π∫
0

|Kn(t)|dt рiвномiрно обмежений. На-

далi цю задачу будемо називати задачею С.М.Нiкольського, оскiль-
ки ним [1, с.261] були отриманi першi результати, якi полягають
в наступному: якщо числа λ(n)k при кожному фiксованому n утво-
рюють опуклу або вгнуту послiдовнiсть, тобто 42λ

(n)
k−1 ≥ 0, або

42λ
(n)
k−1 ≤ 0, k = 1, . . . , n − 1, де 42λ

(n)
k−1 = λ

(n)
k−1 − 2λ

(n)
k + λ

(n)
k+1,

то необхiдними i достатнiми умовами виконання спiввiдношення (1)
є виконання а) i

|λ(n)k | ≤M,

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

λ
(n)
k

n− k

∣∣∣∣∣ ≤M.

Тут, i далi, через M , будемо позначати додатнi абсолютнi сталi,
можливо, не однаковi в рiзних формулах.

Пiзнiше Б.Надь [2] довiв, що умова

n−1∑
k=0

(
n∑

i=n−k

n− k
i

)
|42λ

(n)
k | ≤M
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достатня для того, щоб виконувалась умова б).
I.Карамата та М.Томiч [3] покращили оцiнку Б.Надя. Ними було

показано, що умови а) i

n−2∑
k=0

q
(n)
k |4

2λ
(n)
k | ≤M,

де q
(n)
k =

{
(n− k) ln n

n−k , 0 ≤ k ≤ n−
√
n,

(n− k) ln (n− k), n−
√
n ≤ k ≤ n− 2.

є достатнiми

для виконання спiввiдношення (1).
В 1960 роцi О.В.Єфiмов [4, с.745] узагальнив результати робо-

ти [3]. Вiн показав, що для довiльного тригонометричного полiнома
Kn(t) справедлива нерiвнiсть

2π∫
0

|Kn(t)|dt ≤M

(
|λ(n)0 |+

n−1∑
k=1

k(n− k)

n
|42λ

(n)
k−1|+

n−1∑
k=1

|λ(n)k |
n− k

)

на основi якої, та iз знайденої С.Сiдоном [5] оцiнки

n−1∑
k=1

|ak|
n− k

≤M
π∫

0

∣∣∣∣∣a02 +

n−1∑
k=1

ak cos kt

∣∣∣∣∣ dt,
ним було сформульовано наступне твердження.

Якщо послiдовнiсть {λ(n)k } задовольняє умову

n−1∑
k=1

k(n− k)

n
|42λ

(n)
k−1| ≤M,

то для того, щоб для будь-якої неперервної функцiї f в кожнiй точцi
x виконувалось спiввiдношення (1) необхiдно i достатньо виконання
умов а) i

в) iснує стала M > 0, що

n−1∑
k=1

|λ(n)k |
n− k

≤M. (2)
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С.О.Теляковський [6, с.1227] замiнив умову (2) менш жорсткою
умовою i отримав наступний результат.

Якщо для матрицi Λ рiвномiрно обмежена сума
n−1∑
k=0

|4λ(n)k |+
n−2∑
k=2

∣∣∣∣∣
qn,k∑
i=1

4λ(n)k−i −4λ
(n)
k+i

i

∣∣∣∣∣ ≤M,

де 4λ(n)k = λ
(n)
k − λ(n)k+1, qn,k = min

([
k
2

]
,
[
n−k
2

])
, то для того, щоб

для довiльної неперервної функцiї f в кожнiй точцi x виконувалось
спiввiдношення (1) необхiдно i достатньо виконання умов а) i в).

Слiд вiдмiтити, що умови регулярностi при рiзноманiтних при-
пущеннях про члени λ(n)k трикутної матрицi одержували Г.О.Фомiн
[7], Л.В.Тайков [8], Р.М.Тригуб [9], А.А.Захаров [10] i iншi.

Нехай функцiя f(z) задана i аналiтична в крузi D = {z : |z| < 1}
i неперервна при |z| = 1. Множину таких функцiй позначимо через
A(D).

Нехай Λ = {λ(n)k }, n, k = 0, 1, 2, . . . , λ
(n)
k = 0 при k ≥ n — трикут-

на матриця чисел.
Кожнiй функцiї f ∈ A(D) поставимо у вiдповiднiсть полiном

Un(f ; z; Λ) =

n−1∑
k=0

λ
(n)
k akz

k.

Метод пiдсумовування Un(Λ) називається регулярним в просторi
аналiтичних функцiй, якщо для довiльної функцiї f ∈ A(D) i для
довiльної точки z ∈ D виконується спiввiдношення

lim
n→∞

Un(f ; z; Λ) = f(z). (3)

У 1962 роцi Л.В.Тайков [11, с.627] отримав наступне твердження.
Для того, щоб метод пiдсумовування Un(Λ) був регулярним в

просторi аналiтичних функцiй необхiдно i достатньо виконання умов
а) i

г) iснує число M > 0 i такий розклад λ(n)k = α
(n)
k + β

(n)
k , що

2π∫
0

∣∣∣∣∣λ(n)0

2
+

n−1∑
k=0

(
α
(n)
k cos kx+ β

(n)
k sin kx

)∣∣∣∣∣ ≤M. (4)
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Також, ним був наведений приклад матрицi Λ, яка визначає ме-
тод Un(Λ), що є регулярним в просторi аналiтичних функцiй i нере-
гулярним на множинi неперервних функцiй.

В данiй роботi розв’язується задача в постановцi
С.М.Нiкольського, тобто, умова (4) замiняється умовою бiльш
зручною для перевiрки.

Теорема. Якщо iснує число M i розклад λ(n)k = α
(n)
k + β

(n)
k такi,

що

n−1∑
k=0

(
|4α(n)

k |+ |4β
(n)
k |
)

+

n−2∑
k=2

(∣∣∣∣∣
qn,k∑
i=1

4α(n)
k−i −4α

(n)
k+i

i

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
qn,k∑
i=1

4β(n)
k−i −4β

(n)
k+i

i

∣∣∣∣∣
)
≤M, (5)

то для того, щоб метод пiдсумовування Un(Λ) був регулярним в
просторi аналiтичних функцiй необхiдно i достатньо виконання
умов а) i

д)
n−1∑
k=1

1

k
(|β(n)

k |+ |α
(n)
n−k|+ |β

(n)
n−k|) ≤M. (6)

Доведення. С.О.Теляковським [12, с.73] встановлена слiдуюча
рiвномiрна вiдносно m = 0, 1, 2, . . . оцiнка∣∣∣∣∣∣ 1π

2π∫
0

∣∣∣∣∣a02 +

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

∣∣∣∣∣ dx− 4

π2

m∑
k=1

ξk
k
−

− 2

π

∞∑
k=2m+1

|bk|
k

∣∣∣∣∣ ≤MHm,

де
ξk = ξ(bk,

√
(am−k − am+k)2 + (bm−k − bm+k)2),

ξ(t, u) =

{
π|t|
2 , |u| ≤ |t|,
|t| arcsin( |t||u| ) +

√
u2 − t2, |t| < |u|.
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Hm =

∞∑
k=0

|∆ak|+
∞∑
k=0

|∆bk|+

+

m−2∑
i=2

∣∣∣∣∣
qi,m∑
k=1

∆ai−k −∆ai+k
k

∣∣∣∣∣+

∞∑
i=2

∣∣∣∣∣∣
[i/2]∑
k=1

∆am+i−k −∆am+i+k

k

∣∣∣∣∣∣+
+

m−2∑
i=2

∣∣∣∣∣
qi,m∑
k=1

∆bi−k −∆bi+k
k

∣∣∣∣∣+

∞∑
i=2

∣∣∣∣∣∣
[i/2]∑
k=1

∆bm+i−k −∆bm+i+k

k

∣∣∣∣∣∣ ,
qi,m = min

([
i

2

]
,

[
m− i

2

])
.

Поклавши m = n,

ak =

{
α
(n)
k , 0 ≤ k ≤ n− 1,

0, k > n− 1.
,

bk =

{
β
(n)
k , 0 ≤ k ≤ n− 1,

0, k > n− 1.
,

одержимо (див. [12], наслiдок 1)

∣∣∣∣∣∣ 1π
2π∫
0

∣∣∣∣∣α(n)
0

2
+

n−1∑
k=1

(α
(n)
k cos kx+ β

(n)
k sin kx)

∣∣∣∣∣ dx− 4

π2

n−1∑
k=1

1

k
ξk

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤M

(
n−1∑
k=0

(|4α(n)
k |+ |4β

(n)
k |)+

+

n−2∑
k=2

(∣∣∣∣∣
qn,k∑
i=1

4α(n)
k−i −4α

(n)
k+i

i

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
qn,k∑
i=1

4β(n)
k−i −4β

(n)
k+i

i

∣∣∣∣∣
))

, (7)

де ξk = ξ

(
β
(n)
k ,

√
(α

(n)
n−k)2 + (β

(n)
n−k)2

)
.
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Крiм того, в роботi [12, c.72] встановленi наступнi нерiвностi

ξ(t, u) ≤ π

2
|t|+ |u|,

ξ(t, u) ≥ π

2
|t|,

ξ(t, u) ≥ |u|.

Тобто,

M1

n−1∑
k=1

1

k
(|β(n)

k |+ |α
(n)
n−k|+ |β

(n)
n−k|) ≤

n−1∑
k=1

1

k
ξk ≤

≤M2

n−1∑
k=1

1

k
(|β(n)

k |+ |α
(n)
n−k|+ |β

(n)
n−k|).

Нерiвнiсть (7) перепишемо у виглядi

M1

n−1∑
k=1

1

k
(|β(n)

k |+ |α
(n)
n−k|+ |β

(n)
n−k|)−MTn(α, β) ≤ I ≤

≤M2

n−1∑
k=1

1

k
(|β(n)

k |+ |α
(n)
n−k|+ |β

(n)
n−k|) +MTn(α, β), (8)

де I = 1
π

2π∫
0

∣∣∣∣α(n)
0

2 +
n−1∑
k=1

(α
(n)
k cos kx+ β

(n)
k sin kx)

∣∣∣∣ dx,
Tn(α, β) =

n−1∑
k=0

(|4α(n)
k |+ |4β

(n)
k |) +

n−2∑
k=2

(∣∣∣∣∣
qn,k∑
i=1

4α(n)
k−i −4α

(n)
k+i

i

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣
qn,k∑
i=1

4β(n)
k−i −4β

(n)
k+i

i

∣∣∣∣∣
)
.

Необхiднiсть. Нехай виконується умова (4). Тодi з лiвої частини
нерiвностi (8) слiдує виконання умови (6). Що й доводить необхiд-
нiсть умови (6).
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Достатнiсть умови (6) слiдує з правої частини нерiвностi (8).
Наслiдок. Якщо iснує число M i розклад λ(n)k = α

(n)
k +β

(n)
k такi,

що
n−1∑
k=1

k(n− k)

n

(
|42α

(n)
k−1|+ |4

2β
(n)
k−1|

)
≤M,

то для того, щоб метод пiдсумовування Un(Λ) був регулярним в
просторi аналiтичних функцiй необхiдно i достатньо виконання
умов а) i д).

При доведеннi використовується оцiнка встановлена
С.О.Теляковським [6, с.1233]

n−1∑
k=0

|4λ(n)k |+
n−2∑
k=2

∣∣∣∣∣
qn,k∑
i=1

4λ(n)k−i −4λ
(n)
k+i

i

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=1

k(n− k)

n
|42λ

(n)
k−1|.
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