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IТЕРАЦIЙНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ОБМЕЖЕННЯМИ

О. Б. Нестеренко

Iн-т математики НАН України
Україна, 01601, Київ 4, вул. Терещенкiвська, 3

We find consistency conditions for boundary-value problems for integral-differential equations with const-
raints and substantiate the use of the iteration method to solve such equations.

Установлены условия существования решений краевых задач для интегро-дифференциальных
уравнений с ограничениями и приведено обоснование применения к ним итерационного метода.

1. Постановка задачi. В данiй статтi розглядається iнтегро-диференцiальне рiвняння

(Ly) (x) = f(x) + ξ(x)λ +

b∫
a

H(x, t) (My) (t)dt (1)

i ставиться задача знаходження такої функцiї y ∈ Wm
2 [a; b] та параметра λ ∈ Rn, якi

задовольняють рiвняння (1) майже скрiзь, крайовi умови

U(y) = γ (2)

та обмеження

b∫
a

S(x)y(x)dx = α. (3)

Якщо така пара y(x), λ iснує, задачу вважаємо сумiсною.
В рiвняннi (1) та формулах (2), (3) вважаємо

(Ly) (x) ≡ y(m)(x) + p1(x)y(m−1)(x) + . . . + pm(x)y(x), (4)

(My) (t) ≡ q0(t)y(l)(t) + . . . + ql(t)y(t), l < m, (5)

коефiцiєнти {pm, ql} ⊂ L2[a, b], f ∈ L2[a, b]. (1×n)-Матриця ξ(x), (n×1)-матриця S(x), еле-
менти яких є лiнiйно незалежними функцiями, сумовними з квадратом на вiдрiзку [a, b],
стала (m× 1)-матриця U , елементи якої мають вигляд

Uν(y) ≡
m∑

s=1

(ανsy
(s−1)(a) + βνsy

(s−1)(b)), (6)

c© О. Б. Нестеренко, 2007
336 ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2007, т . 10, N◦ 3



IТЕРАЦIЙНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ОБМЕЖЕННЯМИ 337

та γ ∈ Rn, α ∈ Rn є заданими; ξ(x)λ =
∑n

j=1 ξj(x)λj ; ядро H(x, t) задовольняє умову∫ b

a

∫ b

a
|H(x, t)|2 dxdt < ∞.

Важливими питаннями є дослiдження сумiсностi задачi та розробка методiв побудови
розв’язкiв як точних, так i наближених. При розв’язаннi цих питань використовується
методика, розроблена в [1 – 5].

2. Умови сумiсностi. Для встановлення умов сумiсностi використаємо допомiжну за-
дачу

(Ay)(x) = ξ(x)λ + Z(x), U(y) = γ, (7)

b∫
a

S(x)y(x)dx = α, (8)

де
(Ay) (x) ≡ y(m)(x) + c1(x)y(m−1)(x) + . . . + cm(x)y(x), (9)

задана функцiя Z ∈ L2[a, b] i коефiцiєнти c1(x), . . . , cm(x) є неперервними на вiдрiзку [a, b].

Лема 1. Якщо однорiдна задача

(Ay)(x) = ξ(x)λ, U(y) = 0,

b∫
a

S(x)y(x)dx = 0 (10)

має лише тривiальний розв’язок, то iснують такi вектор σ ∈ Rn, функцiї h(x), G(x, t)
та (n×1)-матриця P (t), що єдиний розв’язок неоднорiдної задачi (7), (8) зображується
формулами

y(x) = h(x) +

b∫
a

G(x, t)Z(t)dt, (11)

λ = σ +

b∫
a

P (t)Z(t)dt (12)

i справджуються властивостi

b∫
a

G(x, t)ξ(t)dt = 0,

b∫
a

P (t)ξ(t)dt = −I, (13)

де I — одинична матриця в Rn.
Справдi, припустимо, що коефiцiєнти c1(x), . . . , cm(x) пiдiбрано таким чином, що iснує

функцiя Грiна Γ(x, t) задачi

(Ay)(x) = w(t), U(y) = γ, (14)
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i її можна побудувати в явному виглядi. За такого припущення єдиний розв’язок задачi
(7) виражається формулою

y(x) = v(x) +

b∫
a

Γ(x, t) (ξ(t)λ + Z(t)) dt, (15)

де v(x) — розв’язок задачi (14) при w(t) = 0. Запишемо вираз (15) у виглядi

y(x) = v(x) + Y (x)λ +

b∫
a

Γ(x, t)Z(t)dt. (16)

Тут

Y (x) =

b∫
a

Γ(x, t)ξ(t)dt. (17)

Для визначення параметра λ пiдставимо спiввiдношення (16) в умову (3). В результатi
отримаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

b∫
a

S(x)Y (x)dxλ = α−
b∫

a

S(x)v(x)dx−
b∫

a

S(x)

b∫
a

Γ(x, t)Z(t)dtdx. (18)

Якщо позначити

D =

b∫
a

S(x)Y (x)dx, β = α−
b∫

a

S(x)v(x)dx, (19)

B(t) =

b∫
a

S(x)Γ(x, t)dx, (20)

то систему (18) можна записати таким чином:

Dλ = β −
b∫

a

B(t)Z(t)dt. (21)

Зауважимо, що неважко встановити за умови леми невиродженiсть матрицi D. Розв’я-
завши систему (21), отримаємо

λ = D−1β −
b∫

a

D−1B(t)Z(t)dt. (22)
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Пiсля введення позначень

P (t) = −D−1B(t), σ = G−1β, (23)

спiввiдношення (22) набирає вигляду (12). Пiдставимо вираз (12) в (16), виконаємо не-
складнi перетворення i в результатi будемо мати

y(x) = v(x) + Y (x)σ +

b∫
a

(Y (x)P (t) + Γ(x, t))Z(t)dt. (24)

Для зручностi введемо позначення

h(x) = v(x) + Y (x)σ, (25)

G(x, t) = Y (x)P (t) + Γ(x, t) (26)

i отримаємо формулу (11).
Тепер перевiримо чи справджуються властивостi (13). Скористаємось позначеннями

(23), (20), (17), (19) i спершу доведемо другу властивiсть:

b∫
a

P (t)ξ(t)dt = −
b∫

a

D−1

b∫
a

S(x)Γ(x, t)dxξ(t)dt =

= −D−1

b∫
a

S(x)

b∫
a

Γ(x, t)ξ(t)dtdx = −D−1

b∫
a

S(x)Y (x)dx = −D−1D = −I.

Легко перевiрити i виконання першої властивостi, скориставшись тими ж позначеннями,
формулою (26) та другою властивiстю. Маємо

b∫
a

G(x, t)ξ(t)dt =

b∫
a

(Γ(x, t) + P (t) · Y (x))ξ(t)dt =

=

b∫
a

Γ(x, t)ξ(t)dt +

b∫
a

Y (x)P (t)ξ(t)dt = Y (x)− Y (x) = 0.

Лему доведено.
Тепер можна звести задачу (1) – (3) до iнтегрального рiвняння. Для цього запишемо
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340 О. Б. НЕСТЕРЕНКО

рiвняння (1) у виглядi

y(m)(x) + c1(x)y(m−1)(x) + . . . + cm(x)y(x) =

= y(m)(x) + c1(x)y(m−1)(x) + . . . + cm(x)y(x)−

− y(m)(x) + p1(x)y(m−1)(x)− . . .− pm(x)y(x)+

+ f(x) + ξ(x)λ +

b∫
a

H(x, t)
(
q0(t)y(l)(t) + . . . + ql(t)y(t)

)
dt,

або, ввiвши позначення rk(x) = ck(x)− pk(x), k = 1,m,

Z(x) = f(x) + r1(x)y(m−1)(x) + . . . + rm(x)y(x)+

+

b∫
a

H(x, t)
(
q0(t)y(l)(t) + . . . + ql(t)y(t)

)
dt (27)

та врахувавши формулу (9), — у виглядi рiвняння (7). Пiдставимо зображення (11) у праву
частину виразу (27) та виконаємо нескладнi перетворення. В результатi отримаємо

Z(x) = f(x) + r1(x)h(m−1)(x) + . . . + rm(x)h(x)+

+

b∫
a

(
r1(t)

∂m−1

∂xm−1
G(x, t) + . . . + rm(t)G(x, t)

)
Z(t)dt+

+

b∫
a

H(x, t)(q0(t)h(l)(t) + . . . + ql(t)h(t))dt+

+

b∫
a

b∫
a

H(x, s)
(

q0(s)
∂l

∂sl
G(s, t) + . . . + ql(s)G(s, t)

)
Z(t)dsdt. (28)

Якщо позначити

K(x, t) = r1(t)
∂m−1

∂xm−1
G(x, t) + . . . + rm(t)G(x, t)+

+

b∫
a

H(x, s)
(

q0(s)
∂l

∂sl
G(s, t) + . . . + ql(s)G(s, t)

)
ds, (29)
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g(x) = f(x) + r1(x)h(m−1)(x) + . . . + rm(x)h(x)+

+

b∫
a

H(x, t)(q0(t)h(l)(t) + . . . + ql(t)h(t))dt, (30)

то спiввiдношення (28) набере вигляду

Z(x) = g(x) +

b∫
a

K(x, t)Z(t)dt. (31)

Нескладними мiркуваннями можна встановити твердження: задача (1) – (3) рiвносиль-
на iнтегральному рiвнянню (31). Рiвносильнiсть розумiється в такому сенсi: якщо Z∗(x)
— розв’язок рiвняння (31), то функцiя y∗(x) i параметр λ∗, якi визначаються формулами

y∗(x) = h(x) +

b∫
a

G(x, t)Z∗(t)dt, (32)

λ∗ = σ +

b∫
a

P (t)Z∗(t)dt, (33)

є розв’язком крайової задачi (1), (2) з обмеженням (3). I, навпаки, якщо y∗(x) та λ∗ —
розв’язок задачi (1) – (3), то функцiя

Z∗(x) = (Ay∗)(x)− ξ(x)λ∗ (34)

є розв’язком рiвняння (31).
Таким чином, справджується така теорема.

Теорема 1. Якщо матриця D, що виражається формулою (19), є невиродженою, то
задача (1) – (3) сумiсна тодi i тiльки тодi, коли iснує розв’язок iнтегрального рiвнян-
ня (31).

Приклад 1. Зведемо крайову задачу

y′′(x)−
√

xy(x) = 9λ− 4x3 +

1∫
0

(3
√

xt− 2)y(t)dt, (35)

y(0) = 4, y(1) = 8, (36)

з обмеженням
1∫

0

(7− 9x)y(x)dx = 10 (37)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2007, т . 10, N◦ 3



342 О. Б. НЕСТЕРЕНКО

до iнтегрального рiвняння (31).
Для цього розглянемо допомiжну задачу

y′′(x) = 9λ + Z(x), y(0) = 4, y(1) = 8, (38)

1∫
0

(7− 9x)y(x)dx = 10 (39)

i побудуємо її розв’язок. Розв’язавши задачу (38), отримаємо

y(x) = 4 + 4x +
9
2
λ(x2 − x) +

1∫
0

Γ(x, t)Z(t)dt, (40)

де

Γ(x, t) =

{
x(t− 1), x ≤ t,

t(x− 1), x ≥ t.
(41)

Для визначення параметра λ пiдставимо (40) в умову (39). Тодi

1∫
0

(7− 9x)

4 + 4x +
9
2
λ(x2 − x) +

1∫
0

Γ(x, t)Z(t)dt

 dx = 10.

Виконавши нескладнi обчислення з урахуванням (41), будемо мати

15
8

λ = 2 +

1∫
0

(
−2t +

7
2
t2 − 3

2
t3

)
Z(t)dt,

звiдки

λ =
16
15

+

1∫
0

(
−16

15
t +

28
15

t2 − 4
5
t3

)
Z(t)dt. (42)

Якщо в (42) позначити

σ =
16
15

, P (t) = −16
15

t +
28
15

t2 − 4
5
t3, (43)

то отримаємо формулу (12).
Iз спiввiдношень (40) та (42) випливає

y(x) = 4− 4
5
x +

24
5

x2 +

1∫
0

(
(x2 − x)

(
−24

5
t +

42
5

t2 − 18
5

t3
)

+ Γ(x, t)
)

Z(t)dt. (44)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2007, т . 10, N◦ 3



IТЕРАЦIЙНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ОБМЕЖЕННЯМИ 343

Отже, якщо в (44) позначити

h(x) = 4− 4
5
x +

24
5

x2, (45)

G(x, t) = (x2 − x)
(
−24

5
t +

42
5

t2 − 18
5

t3
)

+ Γ(x, t), (46)

то отримаємо формулу (11).
Зауважимо, що неважко безпосереднiми обчисленнями з використанням формул (43),

(45), (46) впевнитися в тому, що властивостi (13) справджуються.
Оскiльки формула (28) в розглядуваному випадку має вигляд

Z(x) =
√

xy(x)− 4x3 +

1∫
0

(3
√

xt− 2)y(t)dt, (47)

то, пiдставивши зображення (44) з урахуванням позначень (45), (46), одержимо

Z(x) =
√

xh(x) +
√

x

1∫
0

G(x, t)Z(t)dt− 4x3+

+

1∫
0

(3
√

xt− 2)h(t)dt +

1∫
0

(3
√

xs− 2)

1∫
0

G(s, t)Z(t)dsdt. (48)

Якщо в (48) позначити

g(x) =
√

xh(x)− 4x3 +

1∫
0

(3
√

xt− 2)h(t)dt,

K(x, t) =
√

xG(x, t) +

1∫
0

(3
√

xs− 2)G(s, t)ds,

то одержимо iнтегральне рiвняння (31).
Таким чином, задачу (35) – (37) зведено до iнтегрального рiвняння (48).
Безпосереднiми обчисленнями можна переконатися, що iнтегральне рiвняння (47) має

розв’язок

Z∗(x) = 15
√

x− 72
7

.

Отже, згiдно з теоремою 1 задача (35) – (37) є сумiсною i її розв’язок, який обчислюється
за формулами (42), (44), має вигляд

y∗(x) = 4 + 4x2√x, λ∗ =
8
7
.
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3. Iтерацiйний метод. Побудувати розв’язок крайової задачi для iнтегро-диференцi-
альних рiвнянь в явному виглядi можна лише у виняткових випадках. У зв’язку з цим
важливе значення мають методи побудови наближених розв’язкiв. Серед рiзноманiтних
наближених методiв широке застосування мають iтерацiйнi.

Суть iтерацiйного методу стосовно задачi (1) – (3) полягає в тому, що, маючи набли-
ження (λk−1; yk−1(x)) до шуканого розв’язку, враховуючи зображення (27), виконуємо
iтерацiю

Zk(x) = f(x) + r1(x)y(m−1)
k−1 (x) + . . . + rm(x)yk−1(x)+

+

b∫
a

H(x, t)
(
g0(t)y

(l)
k−1(t) + . . . + gl(t)yk−1(t)

)
dt (49)

i наступне наближення (λk; yk(x)) визначаємо з допомiжної задачi

(Ay)(x) = ξ(x)λk + Zk(x), U(yk) = γ, (50)

b∫
a

S(x)yk(x)dx = α. (51)

Початкове наближення знаходимо iз задачi (50), (51) при k = 0 та заданiй функцiї Z0(x).
Якщо матриця D, яка визначається формулою (19), є невиродженою, то послiдовнiсть

наближених розв’язкiв за iтерацiйним методом будується однозначно.
Встановимо, що iтерацiйний метод (49) – (51) для задачi (1) – (3) зводиться до розв’язку

iнтегрального рiвняння (31).
Справдi, за даного припущення допомiжна задача (50), (51) має єдиний розв’язок,

який, як встановлено в п. 2, визначається формулами

yk(x) = h(x) +

b∫
a

G(x, t)Zk(t)dt, (52)

λk = σ +

b∫
a

P (t)Zk(t)dt. (53)

Виконаємо замiну в формулi (52) iндексу k на k − 1 i пiдставимо функцiю yk−1(x) у спiв-
вiдношення (49). В результатi, врахувавши позначення (29), (30), отримаємо

Zk(x) = g(x) +

b∫
a

K(x, t)Zk−1(t)dt. (54)
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Таким чином, питання умов збiжностi i оцiнки похибки методу (49) – (51) зводиться
до встановлення умов збiжностi i оцiнки похибки методу послiдовних наближень стосов-
но iнтегрального рiвняння (31), якi широко вiдомi в лiтературi. Зокрема, має мiсце така
теорема.

Теорема 2. Якщо спектральний радiус оператора (Ky)(x) =
∫ b

a
K(x, t)Z(t)dt,

ρ(K) < 1, то iснує єдиний розв’язок (λ∗; y∗(x)) задачi (1) – (3) i послiдовнiсть наближе-
них розв’язкiв, побудованих за методом (49) – (51), збiгається до цього розв’язку, тоб-
то

lim
k→∞

λk = λ∗, lim
k→∞

yk(x) = y∗(x).

Приклад 2. Застосуємо iтерацiйний метод (49) – (51) до задачi (35) – (37).

Згiдно з цим методом за формулою (49) iз урахуванням її явного вигляду (47) викону-
ємо iтерацiю

Z(x) =
√

xyk−1(x)− 4x3 +

1∫
0

(3
√

xt− 2)yk−1(t)dt (55)

i наступнi наближення до шуканого розв’язку визначаємо з допомiжної задачi

y′′k(x) = 9λk + Zk(x), yk(0) = 4, yk(1) = 8, (56)

1∫
0

(7− 9x)yk(x)dx = 10. (57)

Нехай Z0(x) = 0. Тодi згiдно з (56), (57) початкове наближення визначається iз задачi

y′′0(x) = 9λ0, y0(0) = 4, y0(1) = 8,

1∫
0

(7− 9x)y0(x)dx = 10,

розв’язком якої є

λ0 = 1, 066666, y0(x) = 4− 0, 8x + 4, 8x2.

Побудуємо перше наближення. Для цього за формулою (55) при k = 1 виконуємо
iтерацiю

Z1(x) = −10, 4 + 15, 154286
√

x− 0, 8x
√

x + 4, 8x2√x− 4x3

та розв’язуємо задачу

y′′1(x) = 9λ1 − 10, 4 + 15, 154286
√

x− 0, 8x
√

x + 4, 8x2√x− 4x3, (58)

y1(0) = 4, y1(1) = 8, (59)
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1∫
0

(7− 9x)y1(x)dx = 10. (60)

Розв’язок задачi (58), (59)

y1(x) = 4 + 5, 145524x− 5, 2x2+

+
√

x(4, 041143x− 0, 091429x3 + 0, 304762x4)− 0, 2x5 + 4, 5λ1(x2 − x) (61)

пiдставимо в умову (60) i пiсля нескладних обчислень отримаємо рiвняння

1, 875λ1 = 2, 136527,

розв’язком якого є
λ1 = 1, 139481. (62)

Пiдставимо значення λ1 iз (62) у (61) i отримаємо

y1(x) = 4 + 0, 017859x− 0, 072330x2+

+
√

x(4, 041143x2 − 0, 091429x3 + 0, 304762x4)− 0, 2x5.

Продовжуючи цей процес далi, отримуємо наступне наближення

λ2 = 1, 142953,

y2(x) = 4− 0, 000508x− 0, 002097x2 + 0, 002057x5 − 0, 003048x6+

+ 0, 007256x7 +
√

x(3, 998801x2 + 0, 002041x3 − 0, 004593x4 − 0, 004102x7).

Вiдхилення побудованих наближень вiд точного розв’язку

λ∗ =
8
7

= 1, 142857, y∗(x) = 4 + 4x2√x

задачi (35) – (37) видно з таблицi, в якiй ∆k(x) = y∗(x)− yk(x), βk = λ∗ − λk.

x y∗(x) y0(x) y1(x) y2(x) ∆1(x) ∆2(x)
0 4 4 4 4 0 0

0,2 4,071554 4,032 4,072796 4,071516 -0,001242 0,000038
0,4 4,404771 4,448 4,403691 4,404802 0,001080 -0,000031
0,6 5,115419 5,248 5,111313 5,115544 0,004106 -0,000125
0,8 6,289733 6,432 6,285523 6,289859 0,004208 -0,000126
1 8 8 8 8 0 0
βk 1,142857 1,066666 1,139480 1,142953 0,003377 -0,000096
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